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Linearisera Mera 3

L.I lineart forspel.

Implicita funktionssatsen handlar om lsningar till olinedra ekvationssystem. Det
kan vara lattare att forstd vad satserna sdger om man forst betraktar det linedra
fallet.

Vi studerar ekvationssystemet
AX-B=0

dir A drm/n;  m < n, med lineéirt oberoende rader (dvs. A? har lineéirt oberoende
kolonner). Det linedira oberoendet konserveras under radoperationerna (se Kossa
D.II1.2.; operationerna &andrar inte radernas holje, darmed inte heller maximala
antalet oberoende rader). Vi far en nollskild trappa nagonstans.

Vi kan anta att denna visar sig i de m forsta kolonnerna. Det &r da detsamma som
att den determinant som bildas av de m forsta kolonnerna i A har determinant # 0.
Denna omsténdighet &r alltsa ekvivalent med att de m forsta obekanta kan lésas
ut och att de n — m sista obekanta upptriader som parametrar.

Dvs. de m forsta obekanta ar funktioner av de n — m sista.
Néagra specialfall.

I ekvationen
a1r1 + asxo + asrz = b

med a; # 0 kan xo, x3 inféras som parametrar. x; kan l6sas ut som funktion av

dem,

1

xr, = —(b — agxg — CLg,Ig)

a
Vi kan tolka ekvationen som ett plan. Att a; # 0 betyder att planet skér x;-axeln
x9 = 3 = 0 i en enda punkt, dvs. planet dr inte parallellt med denna axel. Din
askadning 6vertygar dig enkelt om att det &r precis vad som behovs for att planet
ska innehalla exakt en punkt (x1,z9,23) ovanfor varje punkt (z2,x3) i 23 — x3-
planet.

Nu tar vi tva plan, med riktigt explicita siffror:
{E1—|—2$2—|—3{E3 = 1

:E1+4:E2+6{E3:0

Deras skérning ar en linje. Om vi eliminerar x5 eller z3 forsvinner béagge, vilket
beror pa att deldeterminanten

Det betyder att x; inte kan inféras som parameter, z; blir ju entydigt bestdmt,
= 2, dvs. linjen &r parallell med xo — x3-planet. Sedan vi satt in detta vérde i
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bada ekvationerna ser vi emellertid att xo (eller, lika giirna, x3) kan infoéras som
parameter. Detta svarar mot deldeterminanten

1 3
det < 1 6 > #0
ty detta faktum garanterar att inte bade x1 och x3 forsvinner vid eliminationen.

Det dr dessa idéer vi vill generalisera till olinedra system. I de lineéra ekvationernas

stille triader lineariseringar (differentialer) och gradienternas oberoende ar den
avgorande forutsattningen. Detta uttrycks genom att nagon partiell funktionaldeterminantii
av vederbérlig ordning ar # 0.

I fallet med en eller tva ekvationer i R3, dvs. en eller tva ytor, byter vi alltsa dessa
mot tangentplanen i en (resp. en gemensam) punkt.

Utsagorna maste nu ocksa jamkas till att gélla i en omgivning av en given 16snings-
punkt till systemet. Implicita funktionssatsen &r av lokal natur.
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L.ITI Implicita Funktionssatsen

Jag tdnker visa Implicita Funktionssatsen med vixande antal villkor i vixande antal
dimensioner, dvs. med avtagande geometrisk konkretion. Pa det viset kan du vélja
sjalv hur langt du vill férdjupa dig. Tveka inte att hoppa. Fallen med ett och tva
villkor bér du atminstone ta del av.

Notera att egentligen all riktig analys sker i det forsta steget. Resten &r rdkning
(kedjeregeln) och elementér lineér algebra.

Jag borjar med ett villkor i R

L.II.1 Sats. C'-kurvan F(x,y) = 0 given. Lat (a,b) vara en punkt pa densamma,
med Fj(a,b) # 0. Da finns omgivningar (6ppna intervall) I, J kring a och b
sadana att y kan Isas ut entydigt som C'-funktion av z, y = g(z) : [ — J,b =
g(a), F(z,9(z)) = 0.
Det géller

dg OF/0x

dr  OF/dy

i denna omgivning.

Bevis: Det ar ingen inskrénkning att anta

Det innebér att det finns en stricka, parallell med y-axeln, centrerad vid punkten
(a,b), sddan att f(y) = F(a,y) ar en vixande funktion utmed denna striicka. Pa
en liten striacka upp fran (a,bd) ar siledes F' > 0, frin punkten och ett stycke ned
ar F < 0. (se figur nedan).

Av kontinuitetsskél kan vi rentav anta att det finns en rektangel, centrerad i (a, b):

|x—a|<51; |y—b|<52

sadan att
oF

—>k>0
dy

i hela rektangeln, samt F' > 0 i alla punkter pa rektangelns 6vre kant och F' < 0 i
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alla punkter pa den undre.

P& varje stricka © = g, |y — b| < d2 &r alltsd F' en vixande funktion i y-led, vilken
antar bade positiva och negativa vérden. Satsen om mellanliggande virde ger oss
att F(zg,y) = 0 exakt en glng, for y = yo, sdg. Vi sitter g(zo) = yo och har
dérmed hittat funktionen g.

Cl-egenskapen aterstar, liksom derivatans virde. Dem far vi samtidigt. Medelvér-
dessatsen i en dimension ger:

0=F(z,g9(x)) — F(a,b) = F(z,9(x)) — F(z,b) + F(x,b) — F(a,b) =
déir n ligger mellan b och g(x); € mellan a och . S&, for x # a géller

FL(€,0)
g9(x) = b= ————=(x —a)
Fy(z,n)
Eftersom ndmnaren i hogerledet &r begrinsad nedat av k > 0 ar kvoten i hogerledet
begransad, vilket visar att g(z) — b d&  — a,. Kontinuitet visad.
Dividera bada leden med x — a. Lat © — a. Viser att n — b, £ — a, s att
F!l(a,b)
/ _ 22\
g (a) - F,é (a’ b)
Samma géller for alla kurvpunker inom den angivna rektangeln. Derivatan
Jio) - - Baleo(e)
Fy(z, g(x))
blir kontinuerlig, eftersom téljare och ndmnare i hogerledet ar kontinuerliga.

Anm.: Existensbevisets idé kan egentligen sammanfattas bast med hénvisning till
funktionsytan i den hogra figuren ovan. Vid punkten (a,b,0) &r det uppforsbacke.
D& ar det uppforsbacke dven éverallt i ndrheten av denna punkt.

Betrédffande derivatans véirde &r en rimlig handviftning att teckna ekvationen for
tangentplanet till z = F(x,y) vid (z,y) = (a,b):

z=Fy(a,b)(z —a) + F,(a,b)(y — b)
och sétta in z = 0 i vansterledet. Da skér vi tangentplanet med zy-planet vilket bor

ge tangentlinjen till den utskurna kurvan. Sedan &ar det bara att avldsa riktningen
ur ekvationen.
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Ovningar

L.1 Bestdm normalvektorn till kurvan F'(z,y) = 0 i punkten (a,b), som du hittills antagligen
bara vetat.

L.I1.2 Exempel: Man far inte forsumma att avgrinsa omradet for utlosning av y
aven i y-led. Ta t ex kurvan

Flz,y)=—2*+y>=1=0

Fran nagon 6vning i linedr Algebra kdnner du kanske igen detta som en hyperbell}
med asymptoter i linjerna x = +y. Kurvan har tva grenar, en i 6vre halvplanet
(ovanfor linjerna y = +x) och en i det undre. I varje punkt pa kurvan géller
F,(z,y) = 2y # 0 men y é&r inte funktion av x eftersom varje insatt z-virde
ger tva y-varden,

y =11+ 22

Har racker det att avgrénsa y genom tecknet.

L.I1.3 Exempel: Implicit derivering
Vi studerar kurvan
F(x,y) =2® —3zy® = 1
néra punkten (z,y) = (1,0). Det géller

OF
5, (L0 =340

s det finns omgivningar av = 1; y = 0 dér vi kan l6sa = g(y). Derivatan
minns vi enklast genom implicit derivering (dvs. vi tillimpar kedjeregeln pa
identiteten F'(g(y),y) = 1):

d%F(g(y), y) = Fo(9(v),v)9'(y) + F,(g(y),y) =0
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s& att t ex ¢'(0) = 0 eftersom F (x,y) = —6zy; F,(1,0) = 0.

Ar detta ett extremum? Eftersom ¢/(y) ar minus en kvot av C'-funktioner
(F:s partiella derivator) kan vi derivera implicit en gang till:

[Fo(9)s v)g' () + Fry(9(w), 9)lg' () + Fr(9(v), v)g" (v)

+F,(9(),9)9'(y) + Fy,(9(y),y) =0

varur:

FL(1,0)g"(0) + F,(1,0) = 0

Med F, = 32* — 3y*; F,, = —6x erhaller vi
J0)=2>0

alltsd ett minimum.

Metod II. Bekvamare, sedan man faststéallt att g har tillrackligt méanga
derivator, ar att ansédtta en Taylorutveckling:

1
wzg(y)=1+0-y+§azy2+(9(y3)

vilket ger:
1 1
[1+ a2y + O] = 3[1+ Sazy” + O(y*)y* = 1;

3
1+ iagyz -3+ 0% =1

varur ¢”(0) = az = 2.
Metod III. Ett tredje séitt dr att teckenstudera derivatan:
dg F‘; T

- Y _9. T
dy F! 2 — 92 y

Eftersom den forsta faktorn ar positiv for (x,y) néra (1,0) vixlar derivatan tecken
fran negativ till positiv nar y vixer forbi 0.

Sa aterigen konstaterar vi minimum.

Metod IV. Man kan tillochmed klara sig utan derivation, ty for 0 < z < 1
ar
3
5 x°—1
= <0
Y 3x

!

s& kurvan har inga punkter i detta band; (1,0) &r dess "vénstraste" punkt, alltsi

minimum.

Anm.: 1 poléra koordinater &r kurvans ekvation

pdcos3p =1
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att jamfora med hyperbeln
z? — P :p2c052g0= 1

Den senare har tva grenar och tva asymptoter; du kan nu 6vertyga dig om
att den fOrsta har tre grenar och asymptoter. Kontrollera och rita.

Av litteraturen framgar att funktionsytan z = 22 —y? ar en sadel, med plats
for bada benen. Ytan z = 2% — 3zy? &r en apsadel, med plats fér bada benen
och svansen.

Ovningar
L.2 Visa att ekvationen

F(z,y) =exp(z +y +y°) —z =0; x>0

bestdmmer y som Cl-funktion av x. Vilken &r implicita funktionssatsens roll i denna
uppgift?

L.II.4 Implicita, ett villkor i R".

Allménnare, och med néstan samma bevis, géller:

L.IL5 Sats. F(xy,,...,x,) dr en C'-funktion. Studera ekvationen
F(zi,29...,2,) =0
och en punkt (a1,as,...,a,), med
F(ay,az,...,a,) =0; Fl(ai,az,...,a,)#0

D4 finns 6ppna omgivningar Q,I av (a1, as,...an—1) resp. a, i vilka x,, kan

I6sas som C!-funktion
T = g(T1,Z2, .., Tp_1): QD — 1
med:

an = g(ar,a9,...,an-1), F(x1,22,...,Zn-1,9(x1,...,2n—1)) =0.

For de partiella derivatorna av g galler

0Jg _  OF/0x;
ox;  OF/0x,

Om négon annan partiell derivata ar # 0, sdg den m :e, sa ar det forstas x,, som
kan losas ut.
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Ovningar

L.3 Och nu bestdmmer vi normalvektorn till ytan F(z,y, z) i punkten (a, b, c).

L.4 Visa att vi kan 16sa z som C!-funktion, 2 = f(x,y), nira origo, ur sambandet

x2+y2+z+yz5 =0
Avgor dven om funktionen har extrempunkt i (0,0).

L.5 Kurvorna (z2 + y2)2 — 222 + 2y? = C givna. Ange, for varje C, de punkter dir y #r
som storst och som minst. Det blir lite fall och inte alla C' duger. Polara koordinater ar
anviandbara.

L.6 Kurvan F(z,y) = 22 — y2 4+ 23 +2y3 = 0 given. linedra delen i origo 4r noll sa vi kan inte

begagna implicita funktionssatsen alls.

Fixera nu « néra noll. Undersck F' som funktion av y enbart och verifiera att den blir

noll for tre y-virden av vilka tva gar mot noll d& x — 0. De har motsatta tecken. Slut
att kurvan korsar sig sjdlv i origo. Bestdm grenarnas tangenter, t ex genom att studera

kvoten y2/x2.

Vilken egenskap hos den kvadratiska delen &r avgorande?

L.I1.6 Tva villkor i R?

Hér géller aterigen att beviset blir likadant for 2 villkor i R". Speciellt fallet R* &r
trevligt, eftersom det kommer att ge oss ett bevis for Inversa Avbildningssatsen]j

i tva dimensioner.

L.IL7 Sats. Givet tva C'-funktioner F(x,y,z2),G(x,y,2) och en punkt (a,b,c)

med F(a,b,c) = G(a,b,c) = 0. Anta att den partiella funktionaldeterminante

D — dot < OF/0x 8F/8y>

0G/0x 0G/dy

(t ex) dr # 0 i punkten (a,b,c). D4 finns omgivningar av z = ¢ och
(z,y) = (a,b) dir vi kan Iésa x,y som funktioner av z:

glc)=a;  h(c)=0

g, h édr Cl-funktioner och deras derivator kan I6sas ur sambanden

d _ ol dh o
d ~,dg ., dh

(t ex med Cramers regel, observera att systemets determinant enligt forut-
séttning dr #0).

il
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Bevis: Om den angivna determinanten ar # 0 sa géller detta &ven om minst ett av
dess element. Lat oss, for att vara explicita, antaga

F
2—y(a, b,c) =0
Da finns omgivningar av y = b, (x,2) = (a, ¢), dir vi kan 16sa ut y som C'-funktion,
y=k(z,z2),
F(x,k(x,2),2z) =0; k(a,c) =1

Vi sétter nu i detta i funktionen G(z,y, z) och erhaller funktionen

av tva variabler. Vi vill 16sa ut = ur ekvationen H(z,z) = 0 och behdver visa att
H!(a,b) # 0. Det dr inte svart att rdkna ut derivatan m h a kedjergeln och det
kénda uttrycket for k. Jag lamnar det som en senare 6vning, L.15.

Men for att fa ett resonemang som ar littare att generalisera (utan otympliga
beteckningar, determinantutveckling, etc.) gor jag ett motsédgelsebevis. Vi antar
att H,(x,z) = %G(x,k(x,z),z) =0 for (z,z) = (a,c). Vi utnyttjar samtidigt att
a-derivatan av F(x, k(z, z), z) = 0 &r identiskt lika med noll (i aktuell omgivning),
och sétter in (z,2) = (a, ¢):

0

[%F(x, k(z,2),2)](a,c) =

Fy(a,b,c) -1+ F,(a,b,c)kl,(a,c) = 0;

samt H.(a,b) = motsvarande med G istf. F =
G.(a,b,c) -1+ G;(a, b,c)k.(a,c) =0

Men da &r (1, k. (a,c)) # (0,0) en icke-trivial 16sning till ett homogent system med
determinant D # 0, motségelse.

I en eventuellt mindre (sdg rektanguldr) omgivning av (z,z) = (a,b) kan vi da
losa ut © = g(z) ur H(x,z) = G(x,k(z,2),z) = 0; varur, tillsist, y = k(z,2) =
k(g(2),2) = h(z). 8

L.II.8 Exempel: Geometrisk tolkning

En geometrisk tolkning far vi genom att se villkorsytorna F' = 0; G = 0:s skérning
som en kurva. Dess tangent (om den alls finns) méste vara ortogonal mot ytnormalernal

F) a
VF=|F |; vé=| ¢,

F' G
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och ar alltsa kryssprodukten av dessa tva vektorer.

Dennas z-komponent &r just

F! F/
D—det g g )0
G, G

vilket antyder stigning i z-led (se Arne P, sid. 132). Nér vi loser ut y ur den forsta
ekvationen och sétter in i den andra innebdr denna elimination att vi finner ett
samband mellan (z, z) pa kurvan, ddrmed dven pa dess projektion i z, z-planet (for
det &r ju samma (x, 2)!)

Men den kurvan maste da ocksa stiga i z-led, vilket "forklarar" att x kan 16sas ut.
Vi &r med andra ord tillbaka i fallet med ett villkor i R?.

L.I1.9 Tre villkor i R?
Ligger man nu till ett tredje villkor K(x,y,z) = 0, K(a,b,c) = 0 och, vidare,

forutsatter att den fulla funktionaldeterminanten

_d(F,G,K)

J = W(a,b,c)#o

s& visar det sig att man kan gé ett steg till. Efter insittning av x = g(2),y = h(z)
far man ekvationen I(z) = K(g(2), h(2),2) = 0 med z = ¢ som en 16sning.

Med liknande resonemang som forut visas att I’(¢) = 0 skulle ge att (¢'(c), h'(¢),1)
vore en icke-trivial 16sning till ett system med determinant J # 0:

F(a,b,c)g'(c) + F,(a,b,c)h(c) + F.(a,b,c) =0

G'(a,b,¢)g'(c) + G (a,b,c)h' (c) + G'(a,b,c) = 0

Ky (a,b,c)g'(c) + Ky (a,b,c)h'(c) + K (a,b,c) = 0,
dér de bada forsta ekvationerna aterigen kommer ur identiteter. Det &r orimligt,
sal'(c) #£0.
Det betyder att ekvationen

endast har 16sningen z = ¢ i nédrheten av punkten (a, b, ¢), {(z) dr ju monoton vid
z=c.

D4 ér dven x = g(z),y = h(z) entydigt bestdmda, dvs. systemet ' =G = K =0
har endast 16sningen (a, b, ¢) i ndrheten av denna punkt: den &r en isolerad Iosning.
Denna iakttagelse ar en svag form av Inversa Avbildningssatsen.
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L.I1.10 Tolkning

Den geometriska tolkning av detta fall 4r att funktionaldeterminanten kan tolkas
som trippelprodukten

(VF x VG)-VE #0

Kryssprodukten ar, som vi redan sett, tangentvektorn till snittkurvan F' = G =0
i punkten (a,b,c). VK &r normalen till ytan K = 0 (tagen i samma punkt).

Att skaldrprodukten av kurvtangenten och ytnormalen i fraga inte &r noll betyder
att kurvan inte tangerar ytan, dvs. den gar rakt igenom. Saledes finns i nirheten
av skarningspunkten (a, b, ¢) ingen annan skérningspunkt:

L.I1.11 Transversalitet.

I samtliga de tre fall vi diskuterat, med ett, tva eller tre villkor i R2 R?, kan vi
formulera férutsdttningen mer symmetriskt.

I det forsta fallet var en komponent i gradienten # 0. Vilken komponent som &r

# 0 avgdr da endast vilken variabel som kan 16sas ut i resten: en mer symmetrisk
formulering av detta fall ar alltsa att nollskild gradient medf6r en lokal parametriseringfij
av villkorskurvan, -ytan etc.

I det andra fallet var en komponent i kryssprodukten # 0. Gradienterna var icke-
parallella, dvs. lineért oberoende. Aterigen far vi en lokal parametrisering.

I det sista fallet var gradienterna icke-komplana, aterigen lineart oberoende, vilket
gav lokalt entydigt snitt, en isolerad punkt.

Nér ett antal villkors-ytor (-hyperytor i R™) skdr varandra i en punkt och har
oberoende gradienter dar talar vi om transversalitet.

I fallet tre ytor i R® betyder det att den andra ytan inte tangerar den forsta, utan
skér genom den; och att den tredje inte tangerar de bada forstas snittkurva utan
skér dver denna.
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Transversalitet for tvéa eller tre plan i R® betyder att varje till-lagt plan skér ned
dimensionen ett steg.

* LIL12 m villkor, R".

Beteckningarna ar s médosamma, sa jag ska bara skissa detta allménna fall.

Vi gér induktion 6ver m < n och anser oss tidigare ha klarat av fallet m = 1, n
godtycklig. Vi ska klara steget m — m + 1 dér vi alltsd antar m < n— 1. (Exempel
L.I.9. anger hur implicita funktionssatsen ska tolkas f6r m = n; skdrningspunkten
av n villkors"hyperytor" &r, under lamplig forutséttning, isolerad).

Lat villkoren vara
Fi(z1,29,...,2,)=0; 1=1,2,....m+1
Lat
(X1,22,...,2) = (a1,a2,...,a,)
vara en losning. Vi antar (evt. efter omnumrering) att

O(F1, Fy,..., Frus1)
8(901,902, e 7{Em+1)

£0

i punkten (aq,as,...,a,) och att samma géller med m istélletfor m + 1. (om
determinanten dr # 0 méste samma gélla om minst en underdeterminant av narmastjj
lagre ordning; detta foljer av utvecklingslagarna for determinanter).

Enligt induktionsantagandet kan vi d& 16sa ut 1,22, . ..,z (lokalt) ur de m forsta
sambanden, z; = f;(Tm41,...,2n); 7 =1,2,...,m.

Vi sétter in i ndsta samband och erhéller funktionen

Gm+1(‘rm+17"'7xn) = Fm+l(f17"'7fm7xm+l7"'7xn)

P& samma sitt som i det tredimensionella fallet visar vi att

s att 2,41 (lokalt) kan 16sas, Tm41 = gm+1(Tm42, -« Tn)-

Tillsist kan vi, for j = 1,2,...m, bilda
T = fi(gm+1(@m+2, -3 Tn)s Tmt2, - Tn) = G5 (Tmt2, o5 Tn).
och utlésningen ar dédrmed fullbordad.

L.I1.13 Transversalitet, igen

Satsens forutsdttning innehaller aterigen en partiell funktionaldeterminant. Den
var # 0, och det ar aterigen, for parametriseringens existens, likgiltigt vilken.
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Av t ex Sats D.III.4. i Kossan framgér att p < n vektorer i R™ &r lineéirt beroende
om och endast om alla p/p-determinanter som kan bildas ur dem &r noll. Jfr
inledningen ovan, L.I. Att minst en partiell funktionaldeterminant ar # 0 &r alltsa
aterigen ekvivalent med att gradienterna dr linedrt oberoende, transversalitet.

Man kan di ge en mer symmetrisk formulering av satsen: Om C!-funktionerna F;
har oberoende gradienter vid ett gemensamt nollstélle, sa kan snittet av hyperytorna
F, = 0,i = 1,2,...m lokalt C'-parametriseras med n — m parametrar t;,j =
m+1,...,n.
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L.ITI Inversa avbildningssatsen

Vi formulerar Inversa Avbildningssatsen i tva dimensioner.

- (2)- ()
y 9(u,v)

ar en C'-avbildning fran en omgivning av (u,v) = (ug,vo) € R? till R?. Sitt
(20,90) = F(ug,v0). Anta vidare att funktionaldeterminanten

L.ITI.1 Sats. Anta att

f,9)
d(u,v)

(uo,v0) # 0

D4 existerar 6ppna omgivningar ', Q av (ug, vo), (zo, yo) 1 vilka systemet

kan l6sas entydigt, dvs. avbildningen F har (héger-)invers ™ : Q — Q|

e:(0)=(en)s e (0)=(0)

(Hoger)inversen ér ocksa C1.

Bevis: Satsen foljer direkt genom tillimpning av Implicita Funktionssatsen (tva
villkor i R*) tillimpad pa

F(Iayvuav) = —CC+f(U,’U)

Gz, y,u,v) = =y +g(u,v)

Observera namligen att

OF,G) _ d(f.9)
o(u,v)  d(u,v) 70

i punkten (zo, o, uo,vo), vilket medfor att w,v lokalt kan losas ut entydigt ur
ekvationerna. 1

En mer precis formulering ar féljande:

L.ITI.2 Sats. Under ovan angivna forutséttningar finns 6ppna omgivningar ', Q
av (ug,vo) resp. (xo,yo) sddana att F och ~ formedlar bijektiva C'-avbildningar
mellan dem.
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Preciseringen i denna version av satsen &ér att de 6ppna méngderna kan véljas sa
att avbildningen ® técker hela €. D4 dr sammanséttningarna F o ® och ® o F de
identiska avbildningarna pa 2 resp. §2'.

Bevis: Man later ) vara som i satsen och ' = ~(Q) = F~1(Q) dess fulla bild
(urbild) under ~ (under F.) Vi har att visa att €’ &r Oppen vilket bara ar en
omformulering av e- §-defintionen:

L.II1.3 Exempel: Obs. att Jacobianans icke-férsvinnande &r ett tillrdckligt villkor

for lokal injektivitet. Avbildningarna x = u®; y = v3 och z = u(u? + v?);y =

v(u? 4+ v?) ér exempel pa injektiva avbildningar med Jacobiana 0 i origo.

* L.II1.4 Exempel:
Lat u, v, w vara reella tal, och definiera en avbildning fran R till R? enligt
F(u,v,w) = (p,q,r) dir (z —u)(z —v)(z —w) = 2® —pa® +qz —r
Enligt sambandet mellan rétter och koefficienter &r
p=u-+v+w

q = vw + uw + uv

T = uvw
med Jacobiana
1 1 1
d
M =det| v+w ut+w u+tv
d(u, v w) VW uw uv

som du med radoperationer latt berdknar till

(u—v)(u—w)(v—w)



18

L.IIl1 Inversa avbildningssatsen

I en punkt (ug,vg,wp) dir dessa rotter dr olika ar alltsd Jacobianan # 0 och vi far
en lokal invers

u=u(p,q,r)
v=u(p,q,r)
w = w(p,q,r)

Det betyder att rotterna till ekvationen

a2 —pr*+qr—r=0

lokalt #r tre identifierbara C!-funktioner av koefficienterna.

Jacobianan ovan har ett elementért, men langt, uttryck i koefficienterna p, ¢,r. Om

P

p =0 (vilket vi kan dstadkomma genom att byta x mot = — £) sa kan man visa att

dess kvadrat ar

—4q3 — 27r?

Den kallas ekvationens diskriminant.

Ovningar
L.8 Betrakta avbildningen x = e* cos v,y = e* sinv. Visa att den uppfyller forutsattningarna

L.10
L.11

L.12

for Inversa Avbildningssatsen i varje punkt, och formulera vad som kan slutas darur.
Rita avbildningens verkan pa lampliga delméngder av (u,v)-planet. Visa att den inte ar
injektiv och ge exempel pa en 6ppen kurva (skilda &ndpunkter) som avbildas pé en sluten.
Ar avbildningen surjektiv?

En injektiv kontinuerlig avbildning definierad pé ett omrade 2 som varken dr kompakt

eller 6ppet behover inte ha kontinuerlig invers. Illustrera detta for polédra koordinater,
r = ucosv,y = usinv. Uppgiften ar alltsd att bestdmma omradet 2.

Precisera och bevisa pastaendet sist i exemplet ovan.

Funktionalavbildningen ("derivatan", "lineariseringen")

dz \ _ ( o}, =« du
dy ) \wyu v,/ \dv
blir kanske mer konkret om man ser den som verkande, inte pa smé vektortillskott, utan pa

kurvor och deras tangenter. Lat u = u(t),v = v(t) vara en C'-kurva och = = z(u,v),y =
y(u,v) en Cl-avbildning. Bestdm bildkurvans tangent uttryckt i urkurvans.
Verifiera framférallt att tangerande kurvor (samma tangent) avbnildas pd tangerande

kurvor. Kombinera detta med vad den linedra algebran har att sidga om determinantens
tecken och lineariseringens inverkan pé orienteringar. (kossan, C.IV.4, 6vn. C.80.)

Utfor specialfallet @ = u2 — v2?; y = 2uv. L&t verka pa enhetscirkeln. Verifiera att
ortsvektorn fér varje punkt pa bildkurvan &r ortogonal mot bildkurvans tangent. Vad
betyder det?

Betrakta avbildningen x = u + %v2; y = %u2 + v och dess verkan pa kvartscirkeln

u? 4+ v? = 2,u,v > 0. Bestdm tangenter vid bilderna av (2,0), (0,2), girna fler punkter.

Vad hander nar du sétter in w = v = 1?7 Du bevittnar ett sammanbrott. Satt u = 1+h,v =
1+ k, dér h, k begrinsas av kravet u? 4+ v2 = 2. Bildpunkten kan skrivas

()« (5)
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L.14

L.15

L.16

L.17

L.18
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dar f, g (efter forenkling) ar enkla andragradsuttryck. Visa att k/h — —1 nar h,k — 0
(pa cirkeln) och slut ur detta nagot om tillskottsvektorns granslige. Rita gédrna. Har du
tillgang till Maple vill du sékert fa bekraftelse.

Lat kurvan g(z,y) = y%(z — 1) + 22(z — 2) = 0 vara given. Verifiera att origo #r en
punkt pa kurvan, att gradienten av g ar noll i denna punkt och att den kvadratiska delen
av g vid denna punkt dr negativt definit. Vad siger detta om punkten? Verifiera sa att
kurvan berévad denna punkt dr en funktionskurva z = f(y) samt att den har en asymptot
parallell med y-axeln.

Betrakta avbildningen
T =u" — v, y = 2uv
Vid vilka punkter &r den lokalt inverterbar?
Ange sa stora omraden som mdojligt dar den ar injektiv. Rita bilden av en liten axelparallell

rektangel och en liten cirkelringsektor med medelpunkt i origo samt verifiera i bada fallen
funktionaldeterminantens betydelse. Allra sist (efter uppgifterna) ett litet tips.

Betrakta systemet F(z,y,2) = 0;G(z,y,z) = 0, nira en gemensam l8sning (zo, Yo, 20)-
Anta att de bada funktionerna #r av klassen C!' och att funktionaldeterminanten m a
p z,y (inga z-derivator) dr # 0. Anta vidare OF /0y # 0. Anta y utlost ur den forsta
ekvationen, y = f(z, z), och sitt H(x, z) = G(z, f(z, z), z). Bestdm 0H/0x. Slutsats och
tolkning?
Jfr med beviset for Implicita, tva villkor.
Lagrange, ett villkor, R3.
Anta F(z,y,z) maximal i punkten (xo,yo,20), under bivillkoret G(z,y,z) = 0. Anta
0G /0z(x0,Y0,20) # 0. Genom att tillampa implicita pa G, sétta in i F', och teckna vanliga
villkor fér extremum i fria variabler, verifiera Lagrange-villkoret i punkten (zo, o, 20),
genom att explicit bestdmma gradienterna.
Vi betraktar avbildningen v = e*cosy,v = e?siny verkande pa enhetscirkeln i zy-
planet. Dess bild &r en sluten kurva i uv-planet. Bestdm denna kurvas tangent, som
funktion av z och y. Ange u,v-koordinaterna for de punkter dir tangentens vinkel mot
ortsvektorn véxlar fran spetsig till trubbig eller tvartom. Vilken geometrisk betydelse har
dessa punkter pa bildkurvan?
Betrakta avbildningen

T = u% + 2ug

T2 = u1 +u2

Beskriv bilden av linjerna uz = 0 samt u; = konstant. Hé&rled hirur bildomradet. Vad
sker, geometriskt vid dennas kant (relatera fragan till betydelsen av Jacobianans tecken,
6vning 11). Kring vilka punkter &r avbildningen lokalt injerktiv?

Tips, uppg. 14. x1 + iza = (u1 + fuz)?.



