Konkret Matematik, Blad B

Svar ska exemplifieras och kontrolleras, t ex laga fall och randfall. Det &r tillatet att anvdnda maple
eller mathematica som facit, men inte som redovisad kontroll.

Identiteter som visas pa foreldsning eller i bok far forutséattas. Eljes ska de bevisas. Detta géller speciellt
tabulerade, men icke bevisade, identiteter i boken.

Forsattsblad till varje omgang: namn, personnummer, epost, gjorda uppgifter. Losningar pa ena sidan
av varje blad. Losningarna lamnas i roda traget, c:a 3 meter NNV om mitt kontor. INTE i mitt postfack!
INTE e-post !!!

B1) Bestdm elementéra uttryck for summorna

och

B2)
a) Samma uppgift som B1 for

dir0<j<n
b) Resultatet i a) kan skrivas pa formen

S (1) = Sae-v

Visa detta. Bonus for ett kort kombinatoriskt bevis for denna identitet!

B3) Nagra identiter i Chapter 5 kan visas genom att man infér genererande funktioner (i en eller flera
variabler), byter summationsordning och identifierar term av lamplig grad. T ex 5.23 eller 5.26, eller
Problem 2, p. 175. Du verifierar detta pastaende i ett av fallen.
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B4)

a) Lat Ai(n) vara antalet k—delméngder av [n] som inte innehaller tva konsekutiva tal. Harled, enligt
monster av Pascals triangel, en rekursiv identitet som relaterar funktionen Ay till Ay_;. Rekursionen
kan stéllas upp i en lite annorlunda triangelform.

Bestam hérur, eller pa annat séitt, Agx(n). Kontrollera funktionernas nollstéllen.

b) pr(n) har samma betydelse som A;(n) i foregaende uppgift, utom att de n objekten nu &r ordnade

i cirkel, inte lineart. Visa

,uk(n) = )\k(n — 1) + )\kfl(n — 3)

och bestdm pug(n) ur detta.

B5)
a) n > m > 0. Bestdm

2 (5)(0)

B6) k ar ett givet positivt heltal Definiera polynomet p(x), av grad 2k — 1 genom:
k—1
2k —1 < o
Z ( . )(1 — 3:)33:%_1_]
i=o N/
Visa att p(z) &r delbart med z* och att p(z) — 1 &r delbart med (1 — z)*.
B7) Bestdm summan
- K\ (k—1—j 1
S(n,k):Z(—l)J<,>< .3) —
— J n—7 J+1
7=0
B8) Richard Stanley behovde i ett arbete 1985 summera foljande:

2w () ()

Han ger svaret och héanvisar till ”standardmetoder”. Jag har 16st denna med genererande funktioner
och har hittills inte stott pa nagon enda identitet av detta slag som detta misslyckats pa. Men han
skriver att summan ocksa formodligen foljer av nagon standardidentitet. Gor som du vill. Ingen referee
i varlden ska kunna forenkla ditt svar.

B9) m > r > 0, heltal. Bestdm

e) s,t,r icke-negativa heltal. Bestam r.

2 ("1)0)

p=0

Obs. att ingen forutsattning gjorts om hur ¢ ligger i férhallande till de andra talen.

B10) r,u icke-negativa heltal. Bestdm



B11) Skriv pa sluten form

B12) Skriv summan

pa sluten form.
B13) Bestdm summan

B14) Satt
CLO—]2
q
och i
p+K+
= —ay; k>0
Ak+1 q—i—k—i—lak’ =

Bestam summan
ap+ay+ -+ an—1

B15) Betrakta alla kompositioner
apt+a+a+---+ag=n

dér n,d ar fixa positiva heltal och de obekanta a; ar poisitiva heltal.
Bestédm, t ex m h a genererande funktioner, summan av alla produkter ag - ay - as - - - aq.
Observeraatt tex 1+2+1, 24+ 1+1, 141+ 2 ar tre olika kompositioner av talet 4.

B16) Studera ordinira genererande funktionen for Stirlingtal av andra slaget, med nedre variabeln fix. Dela
upp den i partialbrak och utveckla dessa. Vilken (kénd) identitet erhalles? Det kan var bekvamt att
substituera = 1/z. Du far som alternativ 16sa uppgiftyen at motsatt hall, ocksa.

B17) Bestdm antalet permutationer av [n] som rubbar alla jamna tal, dvs. sadana att f(2j) # 24,5 =
2,4,6, ...

B18)
a) En inversion i en permutation av talen 1,2,...n &r en forekomst av ett storre tal fore ett mindre.
T ex har 2,3, 1,4 tva inversioner: 2,1 och 3, 1.
Lat b(n, k) beteckna antalet permutationer med k inversioner. Bestdm genererande funktionen

Bu(z) =Y _b(n, k)a*

k

, ett polynom.
En bérjan kan vara att uttrycka B, 11 som nagonting ganger B, (x)
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B19) Uttryck den stigande potensen z” i fallande potenser 2. Svaret ska vara fritt fran stirlingtal av bada
slagen - bland 6verhuvudtaget in dem! Prova kombinatoriska resonemang eller Newtons formel. Det
riacker att betrakta positiva heltalsvirden pa z - varfor?

B20) Det n:e Belltalet wy,, dr antalet partitioner av méngden [n], en summa av Stirlingtal. Sa da far du ratt
snart en exp-genererande funktion for dem. M ha den kan du visa att

1 n
=2

k>1

B21) Visa y )
ze(3)(0) - ()

t ex genom att anvénda binomialteoremet pa ett lampligt uttryck.

B22) Bestdm a(n) = antalet permutationer 7 av [n] for vilka 7(i) # i+ 1,4 = 1,2,...,n — 1. Ge speciellt
svaret, med verifikation, for n = 4.
Verifiera ocksa att a(n) = d(n) + d(n — 1) dar d(k) star {or antalet derangemang av [k].
Kan du ge ett direkt bevis for detta faktum?

B23) n herrar besoker ett Tvivelaktigt Etablissemang och lamnar varsitt paraply och varsitt plommonstop
i garderoben. Plotsligt varnas de att en polisrazzia forestar och skyndar ivdg. Varje herre tar darvid
antingen fel hatt eller fel paraply eller bada fel. Pa hur manga sitt kan detta ske?

Svaret ges i form av en andlig summa.

B24) Bestdm antalet ternira strangar (ord ur alfabetet 0, 1,2) som innehaller varje symbol exakt tre ganger,
men aldrig tre lika i rad.

B25) Medlemsstaterna i Konkreta Federationen maste ha en sédrskild sorts flagga. Den ska ha m vertikala
band i federationens n farger, av vilka samtliga ska utnyttjas. Tva band invid varandra far inte ha
samma farg. Flaggan har forstas en bestamd stangsida, sa monster som ar varandras spegelbilder kring
mittlinjen (men inte spegelbilder av sig sjélva) gills som olika. Bestdm antalet méjliga flaggor.

Tips: fallet att band jamte varandra far ha samma farg &r véalként och uppfyller en véalkind rekursion.
Hitta en liknande i detta fall. Ett rent kombinatoriskt bevis (lattast ndr du vet formeln) mottages med
fértjusning.

B26 Bestam antalet 0-1-matriser av format m/n, dir det star minst en etta i varje rad och varje kolonn.
Svaret far innehalla en alternerande summa.

B27) I bokens avsnitt 6.4 antyds hur stirlingtalen
n
)

kan 16sas ur en forsta ordningens rekursion (summerande faktor eller
detaljerna och gor nu samma for stirlingtalen
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(svaret blir en dubbelsumma). Anvénd dessa resultat till att uttrycka summan
n—1 1
>
k=0

m h a stirlingtal av forsta slaget.

B28)
a) Beskriv pa lampligt sdtt produkten

u u
e (up +urz + 2—?332 + 3—?x3 +-)

speciellt i fallet att u,, = p(n), p polynom.

b) Utveckla 16sningen i ljuset av genererande funktioner, och Stirlingtalens egenskaper.

B29) Bestdm derivatorna av e®". Borja med laga fall och gissa fram en induktion. Vad far du om du siitter
in z = 0 i resultatet? Kan detta ses pa annat sétt?

B30) Ange metoder att summera varannan, var tredje, etc. term i exponentialserien (lampliga insattningar,
differentialekvationer), gdrna ocksa med alternerande tecken.

B31) Berdkna

S0

k

Det kan lona sig att generalisera uppgiften
B32) Bestdm antalet bindra ord med n bitar i vilka strangen 01 ingar exakt m ganger. VG

B33) Antalet losningar, i icke-negativa heltal, till

To+T1+T2+...2g=n

n+d
d
Bestdm nu antalet 16sningar, dér samtidigt alla z; < k, t ex via PIE som en alternerande summa. Skriv

explicit upp fallet d =3; n=18;k=T.
Ledning: vad ar antalet 16sningar med, ex.vis, g > k?

ar, som bekant,

B34)
a) Bestam den expgenererande serien for d(n) = antalet cykliska permutationer av n objekt, n =
0,1,....
b) Bestdm nu den expgenererande serien fi(x) for permuationer av n objekt med 2,3, ...,k cykler.
c) Lat s(n, k) = antalet permuationer av n objekt, med k cykler (alltsa Stirlingtal av forsta slaget).
Lat H(z,y) = Zx”yk/n!, bestdm summan. Vad far du nér z"-termen identifieras? VG
B35)



a) Vi betraktar en sarskild sorts permutationer pa en méangd med jamnt antal element, 2n De ska vara
fixpunktfria, och involutiva (sjilvinversa).
Det betyder att den givna méngden kan partioneras i n par av element som avbildas pa varandra. T
ex,omn=2:7(1)=2;7(2)=1; 7(3)=4,7(4)=3
Lat f(n) vara antalet saidana permutationer pa [2n]. Bestdm den expgenererande funktionen.
b) Lat g(n) definieras pa foljande sétt. Vi delar [n] i tva delméngder (den ena kan vara tom). Vardera
mangden fordubblar vi (vi kan tédnka oss att om elementet m ingar sa ska nu d&ven —m inga.). Pa
vardera infor vi en sadan permutation som i del a).
g(n) &r antalet saidana konstruktioner. (konstruktioner som hor till olika partitioner ska betraktas som
olikal!). Bestdm dess exp-genererande funktion, dérpa &ven g(n) sjélv.

B 36) Permutationer kan framstéllas i disjunkta cykler.
Ett exempel bor récka: 7 = (1357)(24)(6) innebér att 1,2, 3,4 permuteras cykliskt:

(tank dig de fyra elementen ordnade i ring); att 2,4 avbildas pa varandra, och att 6 fixeras (sddana cykler
brukar inte skrivas ut, alls).
Observera att t ex 7 = (5713)(42)(6) 4r en annan framstéllning av samma permutation. Samma
partition, men cyklisk forkjutning inom varje parentes.
7 :[7] — [7] bestar alltsa av en 4-cykel, en 2-cykel och en 1-cykel.
a) Hur manga k—cykler kan man bilda av k element?
b) Lat fi(n) vara antalet permutationer av [n] vilkas disjunkta cykelframstéllning inte innehaller nagon
k—cykel.
Bestdm fi(n) som en alternerande summa. Fallet & = 1 &r valként.

B37) Anknyt till diskussionen pa sid 171 samt ledningen till 6vning 5.86. Studera uttrycket

Zi a;
iz (1— =)

Zj

Relatera 0-e-grads-termen till ndgon av summorna pa sid. 171. Specialfallet a;:na lika kan skrivas om
pa ett sitt som passar battre till dvning 5.86. Gor det. Och/eller visa den mérkliga identiteten

S0 () = o () ()

k=0



